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RsSUmS. Un multi-entrelacs de Waldhausen est un entrelacs avec multiplicites dans une 3-sphere 
d'homologie dont I'exterieur est une variete de Waldhausen. Dans cette Note, nous cal- 
(~| ■ culons rhomologie de Novikov des multi-entrelacs de Waldhausen. En corollaire, nous 

obtenons une borne pour le nombre de modules de Novikov d'un entrelacs de Waldhausen 
donne. © 2001 Academie des sciences/Editions scientifiques et medicales Elsevier SAS 



The Novikov homology of graph links 

Abstract. A graph multilink is a link with multiplicities in a homology 3-sphere whose exterior is a 
graph manifold. In this Note, we compute the Novikov homology of graph multilinks. As a 
corollary, we give a maj oration for the number of Novikov modules on a given graph link. 
© 2001 Academie des sciences/Editions scientifiques et medicales Elsevier SAS 
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^D ' 1. Introduction 



Soil L = Li U • • • UL„ un entrelacs oriente dans une 3-sphere d'homologie S. Considerons son exterieur 
C^ . X = T, — intAA(L), oil N{L) est un voisinage tubulaire de L. Les revetements infini cycliques de X sont 

classifies par 



[X, 5^] ~ Hom(7riX, Z) = Hom(iJiX, Z) ~ H'^X ~ HiL = Z[Li]. 

Ainsi, chaque revetement infini cyclique de X correspond a des multiplicites m = (mi, . . . , to„), oil rrii 
est un entier associe a Li. Un entrelacs oriente L muni d'une telle suite de multiplicites m est appele un 
multi-entrelacs, et note L(m) — miLi U • • • U ninLn. 

Si X{rn) — > X designe le revetement determine par m, le groupe abelien Hi{X{m)) est muni d'une 
structure naturelle de Z[t, f ^^]-module: on parle du module d' Alexander de L{rn). Comme il existe toujours 
une matrice de presentation carree de ce module, le polynome d'Alexanderde L{rn) peut etre defini comme 
le determinant d'une telle matrice. 

L'homologie de Novikov de L{rn) est le Zp][t^-'-] -module HL(rn) = Hi{X(rn)) <S)z[t.t-'-] '^m[t~^]- 
Cette homologie, introduite par S.P. Novikov en 1981, lui permit de construire un analogue de la theorie de 
Morse pour les 1-formes fermees non-exactes. 
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Figure 1: Diagrammes d'epissure/5/7/;ce t//flgrams 



Exemple 1. - Un multi-entrelacs L(rn) est dit fibre s'il existe une fibration localement triviale X ^ S^ 
dans la classe d'homotopie m. Le polynome d' Alexander d'un tel multi-entrelacs est une unite de I'anneau 
Z|i] \t~^]; I'homologie de Novikov est done triviale. 

Voici une variation d' un probleme pose par Novikov dans [4] : etant donne un entrelacs L = L i U • • ■ U L„ 
dans une 3-sphere d'homologie, comment se comporte I'homologie de Novikov HL{rn) en fonction de 
271 £ Z"? Nous donnons une reponse complete pour les entrelacs de Waldhausen, qu'il s'agit a present de 
definir 

2. Entrelacs de Waldhausen 

Soient L' = L'^UL'^U- ■ -UL'^etL" ^ L'(^UL'{U- ■ -UL','. deux entrelacs d' exterieurs X'etX" dans des 
spheres d'homologie S' et S". Choisissons des voisinages tubulaires JV{L'q) et M{L'q) munis de paralleles 
et de meridiens standards P', M' C dMiL'^), et P", M" C dM{L'^); posons E = (S' -N{L'q)) U/^ (S" - 
A/'(Lo)), oil h: dM{L'^) -> dM{L'^) est un homeomorphisme envoyant P' sur M" et M' sur P". II est 
facile de verifier que S est une sphere d'homologie. L' entrelacs L = L'j^ U ■ • • U L^ U L" U • • ■ U L" dans 
E est appele I'epissure de L' et L" le long de Lq et L'^\ il est note 



L^L'- 



in 



-L". 



L'epissure L'(m') /,/ 7TTTrL"(m") de deux multi-entrelacs est definie si et seulement si les multi- 

plicites m' G Hom(ifiX', Z) et m" G Hom(iJiX", Z) coincident sur I'homologie du tore de recoUement 
dJ\f{L'„) = dAfiLg) C E. On aboutit aux equations 






et ■mQ^^m[(.k{L'f^,L[). 



(*) 



i=l 



Un entrelacs simple est un entrelacs irreductible L tel que tout tore incompressible dans I'exterieur de L est 
parallele au bord. Un entrelacs seifertique est un entrelacs dont I'exterieur admet un feuilletage de Seifert. 
Par le theoreme de decomposition de Jaco-Shalen (voir [3]), tout entrelacs irreductible L dans une 3-sphere 
d'homologie peut etre exprime comme l'epissure d'un nombre fini d'entrelacs simples ou seifertiques, et 
il existe une unique fagon minimale de le faire. On parle de la decomposition de Jaco-Shalen de L, les 
composantes de cette decomposition etant les elements d'epissure de L. Un entrelacs de Waldhausen est un 
entrelacs dont tous les elements d'epissure sont des entrelacs seifertiques. 

Exemple 2. - Les entrelacs de Waldhausen dans S^ sont exactement les entrelacs toriques iteres, c'est- 
a-dire, les entrelacs constructibles par cablage a partir d'entrelacs triviaux. 

Eisenbud et Neumann ont donne dans [2] une classification des multi-entrelacs de Waldhausen au moyen 
de diagrammes d'epissure, definis comme suit. Tout multi-entrelacs seifertique peut etre represente par un 
diagramme de la forme du premier dessin de la Figure^ Les a^ sont les poids associes aux feuilles excep- 
tionnelles du feuilletage de Seifert, les pointes de fleche symbolisent les composantes de F entrelacs, et le 
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Figure 2: Reductions de diagrammes/ Reduction of splice diagrams 



sommet represente une feuille generique du feuilletage de Seifert. L'epissure L'(m') ,,/ 77Y7TL"(rn") 

de deux multi-entrelacs est symbolisee par les diagrammes de L'{rn') et de L"{rn") relies le long des aretes 
correspondant a ig et a Lq (voir FigurefO- L' operation inverse sur un diagramme consiste a couper une 
arete reliant deux sommets et a ajouter deux pointes de fleches munies des multiplicites donnees en (*); 
on parle de decomposition du diagramme. Enfin, F union disjointe de diagrammes represente la somme 
disjointe des multi-entrelacs. Bien entendu, deux diagrammes d'epissure differents peuvent representer le 
meme multi-entrelacs. Par exemple, les reductions illustrees en Figure|2]ne changentpas le multi-entrelacs 
represente. Si aucune de ces deux reductions ne peut etre effectuee, on dira que le diagramme est minimal. 

Les diagrammes d'epissure sont parfaitement adaptes au calcul des coefficients d'enlacement. Etant 
donnes deux sommets ou pointes de fleche v et w, le coefficient d'enlacement £{v, w) des courbes corre- 
spondantes (feuille generique de Seifert ou composante de I'entrelacs) est donne par la formule suivante: 
soit a{v, w) la geodesique du diagramme reliant v etw (v etw inclus); alors, i{v, w) est le produit de tous 
les poids des aretes adjacentes a a{v, w) mais pas sur cr(u, w). 

De plus, il est tres facile de lire sur son diagramme minimal si un multi-entrelacs est fibre ou non. Un 
multi-entrelacs est fibre si et seulement s'il est irreductible et chacun de ses elements d'epissure est fibre. Un 
multi-entrelacs seifertique est fibre si et seulement si son coefficient d'enlacement avec une feuille generique 
est non-nul. Ainsi, le multi-entrelacs represente par le premier diagramme (minimal) de la Figure^est fibre 
si et seulement si 



E 



rmai • ■ -Si • • -a/c 7^ 0. 



Par consequent, les entrelacs de Waldhausen irreductibles sont generiquement fibres. En particulier, leur 
homologie de Novikov est generiquement triviale. 

Nous sommes enfin en mesure d'enoncer la formule pour l'homologie de Novikov d'un entrelacs de 
Waldhausen. 



3. Resultats 

Soit L = Li \J ■ ■ ■ U Ln un entrelacs de Waldhausen donne par un diagramme d'epissure minimal F, et 
soit m e Z" — {0}. II est facile de verifier que les modules d' Alexander de {L'{m') U OL'q) — QLq et de 
L'{m/) sont egaux; il en va done de meme pour les modules de Novikov, et nous allons supposer que ces 
simphfications ont ete faites dans r(TO). 

Chaque sommet de r(TO) correspond a un multi-entrelacs seifertique, fibre ou non-fibre; on parlera de 
sommet fibre ou non-fibre. Par ailleurs, on dira qu'un sommet est un 0-sommet si toutes les multiplicites du 
multi-entrelacs seifertique correspondant sont nulles. Soit r'(m') le sous-diagramme de r(m) obtenu de la 
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fa9on suivante: on decompose r(T?T.) le long des aretes reliant un sommet fibre et un sommet non-fibre, et 
on efface toutes les composantes connexes correspondant a des multi-entrelacs fibres. Soient c le nombre 
de composantes connexes de F, r le nombre de composantes connexes de r'(m'), n le nombre de fleches 
de r'(m') et k le nombre de ses sommets. Pour chaque sommet v de r'(m'), notons encore a{v) le produit 
des poids des fleches de T'{rn') adjacentes a v. 

Theoreme 3.1. - L'homologie de Novikov du multi-entrelacs L(m) est la somme directe 

- d'unfacteur litre de rang n + c — r — fc — 1, ef 

- d'un facteur presente par la (k x k)-matrice P = {pvw), avec v et w parcourant I'ensemble des 
sommets non-fibres, ok p^^ — ^'"•^' si v et w appartiennent a la meme composante connexe de 
T'(m') et V n' est pas un 0-sommet, et p^^, — sinon. 

Donnons un tres bref apergu des techniques utilisees. La premiere etape consiste a adapter les notions 
classiques de surfaces et de formes de Seifert aux multi-entrelacs. Ces formes de Seifert "generalisees" 
permettent de calculer le module d' Alexander des multi-entrelacs seifertiques non-fibres. Ensuite, il s'agit 
de comprendre I'effet de I'epissure sur les modules consideres. En travaillant sur Z[i, t^^] (i.e: en etudiant 
le module d' Alexander), il est extremement difficile de donner une formule close. En revanche, le pas- 
sage a l'homologie de Novikov (en d'autres termes, la tensorisation par Z|<][i^^]) permet de simplifier 
considerablement les calculs (voir [1] pour les details). 

COROLLAIRE 3.2. - Soit L — Li U • • • U L„ Mn entrelacs de Waldhausen. II existe un nombre fini 
d'hyperplans dans Z", definis par des equations lineaires homogenes a coefficients entiers, tels que H^ (m) 
est constant sur chaque strate de la "stratification " de Z" par ces hyperplans. 

Voir [5], Theoreme 3, p. 529 pour un resultat analogue dans un autre contexte. 

COROLLAIRE 3.3. - Soit un entrelacs de Waldhausen reprisente par un diagramme d'epissure minimal 
a k sommets et c composantes connexes. Alors, le nombre de modules de Novikov est borne par 3*^ — 2 (fc— c). 

Comme nous I'a fait remarquer A. Pazhitnov, ce phenomene de finitude du nombre de modules semble 
exceptionnel en homologie de Novikov. 

Exemple 3. - Notons A I'anneau de Novikov Z|t][i~'^]. L'entrelacs seifertique L correspondant au 
diagramme minimal donne en Figure^satisfait 

'O simelT'-V, 

HL{rn)^ <( A/(a„+i---afc) ® A"-^ sim^V -{Q], 
A" si m = 0, 

ouV = {(mi, . . . , m„) e Z" | X]r=i "^«"i ' • • S^ • ■ • ctfe = 0}. 

Remerclements. Je souhaite remercier vivement Claude Weber, Andrei Pazhitnov et Mathieu Baillif pour leur 
aide. C'est egalement un plaisir de temoigner toute ma gratitude a Jerry Levine pour son accueil et sa disponibilite 
a rUniversite de Brandeis. 
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